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Metody opisu wlasnosci uktadu

dynamicznego (liniowego):

RoOwnanie rozniczkowe.

Transmitancja operatorowa i widmowa, - rachunek operatorowy.
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Model wejsciowo-wyjsciowy:

charakterystyki statyczne,
* charakterystyki dynamiczne,
* czasowe (odpowiedzi na wymuszenie skokowe 1 impulsowe),

* czestotliwosciowe (odpowiedzi na wymuszenia harmoniczne).

Powyzsze metody nalezg do konwencjonalnej teorii sterowania 1
znajduje zastosowanie przy analizie uktadow jednowymiarowych.

Przestrzen stanu

Ztozone obiekty sterowania zazwycza] maja kilka wejs¢ 1 kilka
wyj$¢, pomiedzy ktorymi moga wystgpowac ztozone sprze¢zenia.
Aby dla takich obiektow przeprowadzi¢ analiz¢ uktadéw
sterowania, istotne staje si¢ zredukowanie ztozono$ci wyrazen
matematycznych 1 uporzadkowanie ich celem wykonania
koniecznych i czesto zmudnych przeksztalcen.

Opis takich uktadow metodami konwencjonalnymi bylby bardzo
trudny ze wzgledu na ztozonos$¢ opisu matematycznego.

Z tego powodu do opisu dynamiki uktadow wielowymiarowych
stosuje si¢ pojecia przestrzeni stanu i zmiennych stanu.

Przestrzen stanu

Stosujac opis uktadow z wykorzystaniem zmiennych stanu mozna
prowadzi¢  analizy zarowno uktadow  jedno- jak i
wielowymiarowych, przy czym postac opisu jest taka samu w obu
przypadkach. Jest to wigc metoda uniwersalna, czgsto okreslana

mianem nowoczesnej teorii sterowania.

Teoria ta opiera si¢ na opisie ukladu przy uzyciu n rownan
rozniczkowych pierwszego rzedu, ktore moga by¢ potaczone w
rownania rozniczkowe wektorowo-macierzowe. Uzycie
notacji wektorowo-macierzowej wydatnie upraszcza opis
matematyczny uktadow modelowanych przy wykorzystaniu
rownan rézniczkowych zwyczajnych stacjonarnych.




Pojecia stosowane w metodzie zmiennych stanu

1. stan uktadu dynamicznego, zmienne stanu,
przestrzen stanu,

wektor stanu,

el

trajektoria stanu.

Stan uktadu dynamicznego, zmienne stanu

najmniej liczny zbior wielkos$ci (zmiennych stanu), ktoérego
znajomo$¢ w chwili poczatkowej t,1 znajomos¢ wymuszen w
przedziale (t, ,t) pozwalaja wyznaczy¢ stan 1 odpowiedz uktadu
w dowolnej chwili t> t,.
najmniej liczny zbior wielkos$ci (zmiennych stanu), ktore
pozwalajg na ocen¢ zachowania si¢ obiektu (uktadu) w
przysztosci, czyli jednoznacznie okreslajg zachowanie uktadu.
zbi6r liniowo niezaleznych wielkosci (zmiennych stanu), ktéry:
jednoznacznie okresla skutki przesztych oddzialywan na uktad,
jest wystarczajacy do wyznaczenia zachowania si¢ uktadu
(procesu) w przysztosci.

Stan uktadu dynamicznego, zmienne stanu
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Rys. Model uktadu dynamicznego

WielkoScei: x,, X,, X;,...X, hazywamy zmiennymi stanu lub
wspolrzednymi stanu

Stan uktadu dynamicznego zmienne stanu

Przyktadem zmiennych/wspotrzednych stanu dla np.:

I.

uktadu mechanicznego moze by¢ zbior liniowo niezaleznych
wielkosci takich jak:

wspotrzedne potozenia tego uktadu,

I pochodna wspotrzednych potozenia,

II pochodna wspotrzednych potozenia.

maszyny elektrycznej moze by¢ zbior liniowo niezaleznych
wielkosci takich jak:

prad w obwodzie wirnika,

sifa elektromotoryczna,

strumien magnetyczny,

predkos¢ obrotowa.




Przestrzen stanow, wektor stanu, trajektoria stanu.
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t, Rys. Hustracia przestrzeni standw (ropwymiarowa),
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dla zmiennych stanu X, X, i X
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Opis uktadu w przestrzeni stanu

Uktady sterowania, ogolnie mogg by¢ opisane za pomocg rOwnania
rézniczkowego n-tego rzedu. Rownanie takie moze byc¢
zdekomponowane na n rownan rdézniczkowych pierwszego
rz¢du, ktore sg tatwiejsze do rozwigzania niz réwnania rzedu
WYZSZ€egO.

Opis uktadu w przestrzeni stanu moze by¢ zrealizowany na
podstawie réwnania rozniczkowego jak 1 transmitancji, badz
moze zosta¢ zdefiniowany juz na etapie modelowania uktadu
sterowania.

Opis uktadu w przestrzeni stanu

Uktad jednowymiarowy o sygnale wejsciowym u(t) i
wyjsciowym y(t), dla ktorego nalezy wyznaczy¢ opis w
przestrzeni stanu.
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Transmitancja uktadu:

Y(s)  (Bo+bis+.tbmrs™ +bns")
G(S): = ' [ [ n—1 ' n
U(s) (ao+als+...+an—1s +ans )

, gdzie m<n

Dzielac licznik 1 mianownik powyzszego wyrazenia przez a’ s" i
wprowadzajac nowe oznaczenia wspotczynnikdw uzyskujemy:

Opis uktadu w przestrzeni stanu
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Do podstawowego rdwnania na transmitancje wprowadzamy
sygnal pomocniczy e(t) o transformacie E(s):
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Opis uktadu w przestrzeni stanu

Wigc transmitancje G(s) mozna przedstawi¢ jako iloczyn dwoch
sktadnikow:

Y(s)
E(s)

E(s) 1

= (bos_" +bs " +..+b " +bmsm_")

U(s) laps™ +as™ +..+a, s +1)
Przeksztalcajac powyzsze zaleznosci otrzymujemy:
Y(s)=bys "E(s)+bs""E(s)+..+b, s"""E(s)+b,s""E(s)
E(s)=U(s)—a,s "E(s)—a,s""E(s)—...—a, s "E(s)

Powyzsze rownania mozna przedstawi¢ w postaci schematu

blokowego zawierajacego cztony catkujace 1 proporcjonalne.

Opis uktadu w przestrzeni stanu
Y(s)=b,s"E(s)+bs"E(s)+...+b,_s"""E(s)+b, s""E(s)
E(s) = U(S)— aOS%E(S)— aISI*"E(s)— o—a, s E(s)

W schemacie blokowym znajdzie si¢ n-czlondéw catkujacych potaczonych
w kaskadzie. Sygnat wejsciowy pierwszego z cztondw catkujacych jest

rowny E(s), wigc na jego wyjsciu pojawi si¢ sygnat s”E(s) i odpowiednio
na wyjsciu n-tego cztonu catkujacego sygnal s7E(s).

v .
ch 2 El o &g

2 I>53 S/: m
" e e —
Xn Xn Xp—1 Xn_2 Xm e 1

Opis uktadu w przestrzeni stanu
Y(s)=b,s"E(s)+bs"E(s)+...+b, " "E(s)+b, s""E(s)
E(s) = U(s)— aos_”E(s)— alsl_”E(s)— T an_ls_lE(s)

Zgodnie z powyzszymi rOwnaniami, sygnalty E(s) oraz Y(s), otrzymujemy
z weztow sumacyjnych, przy czym dla sygnatu E(s) jest to suma sygnatu
U(s) 1 sygnatow z petli sprzezen zwrotnych od wyj$¢ odpowiednich
cztondéw catkujacych przez czlony proporcjonalne a dla sygnatu Y(s) jest
to suma sygnatow od wyj$¢ odpowiednich cztondéw catkujacych
poprowadzone w torach réwnoleglych przez cztony proporcjonalne.
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Opis uktadu w przestrzeni stanu
Y(s)=b,s"E(s)+bs™"E(s)+...+b, " "E(s)+b,s""E(s)
E(s)=U(s)—a,s "E(s)—a;s""E(s)—...—a, s "E(s)
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Opis uktadu w przestrzeni stanu

Definiowanie fazowych zmiennych stanu:

Sygnaly wyjsciowe poszczegdlnych cztondéw catkujacych

(od ostatniego do pierwszego) stanowig kolejne zmienne stanu.
Poniewaz kolejna zmienna stanu jest pochodna poprzedniej, wigc
sa to zmienne fazowe. Mozna wigc zapisa¢ nastepujacy uktad

rownan rozniczkowych 1-go stopnia: ey
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Opis uktadu w przestrzeni stanu

Wprowadzajac oznaczenia macierzowe:

X, 0 0 0 0 0 0
X, 0 0 0 0
X = ; A=| : : : : : : L B=l:
X, O 0 0 0 - 0 1 0

L “n L~ aO - al - a2 - a3 - an—Z - an—l n L+

Otrzymujemy zapis macierzowy:
x’=Ax+Bu

Réwnanie na sygnal wyjsciowy po wprowadzeniu zmiennych
stanu przyjmie postac:

y=bx,+ bx,+..+ b x ., comozna zapisac:

y=Cx, gdzie C=[b,b, b, 0...0]

Opis uktadu w przestrzeni stanu

Opis uktadu w przestrzeni stanu

Powyzszy opis jest uniwersalny i moze by¢ zastosowany takze do

Stad uzyskujemy macierzowy uktad réwnan:

x’=Ax+ B

Y =Cx
bedacy opisem uktadu jednowymiarowego za pomoca zmiennych stanu.
W  przypadku ogdélnym gdy stopnie wielomiandéw licznika i
mianownika transmitancji ukladu sg rowne (n=m) w drugim
rownaniu pojawi si¢ dodatkowy sktadnik:

x’ = Ax + B-u
Y =Cx + D-u

Powyzszy opis jest uniwersalny 1 moze by¢ zastosowany takze do
opisu uktadow wielowymiarowych.

opisu uktadow wielowymiarowych.
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U(t) - wektor sygnalow wejéciowych,
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X(t) - wektor stanu,

x'= Ax+Bu
y=Cx+Du

Y(t) - wektor sygnalow wyjsciowych,

¥1(t)
yo(t)

Y=|
¥ (t)

C - macierz wyj$¢ o wymiarach m x n,

C11°*C1p
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Opis uktadu w przestrzeni stanu

x'= Ax + Bu Macierzowy uktad rownan moze by¢
Cx+D zilustrowany macierzowym schematem
y=Lx+Llu blokowym:

MACIETE transtnisyina

D

mafr

u(t)

maciers wejsc . ; (g
X X(t) macierz wyjst - Y(t)

uit) B L + Xt g | C

nEt + mzi +
A

macierz | BED | otam

Eys Schemat blokowy ulctadu gdy sygnaly sterujace oddziatywuga
takze na sygnaty wyjsciowe U) —> Y (1)
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Opis uktadu w przestrzeni stanu
Przej$cie odwrotne, z zapisu zmiennych stanu do zapisu

transmitacyjnego.
yineg {X’= Ax+Bu

Po dokonaniu transformacji Laplacea uktadu réwnan:
y=Cx+Du

uzyskujemy:  (sX(s) = AX(s)+BU(s)
Y (s)=CX(s)+ DU(s)

Z pierwszego rOwnania wyznaczamy X(s):

BU(s
X(s)= ) I - macierz jednostkowa

sI-A

Podstawiajac zalezno$¢ na X(s) do drugiego rOwnania:

CB
Y(s)= D |U
(s) (sI—A + j (s)
Uzyskujemy posta¢ zapisu macierzy transmitancji:

Gy~ YO __CB_
U(s) sI-A

Opis uktadu w przestrzeni stanu
Przyktad: dokona¢ opisu w przestrzeni stanu uktadow o
transmitancji:

N Gloy= YO __ 2571

U(s) s> +2s+3




